Les triples pythagoréens

e Le théoreme de Pythagore énonce que pour tout triangle rectangle dont les cotés
mesurent a, b et ¢ ou ¢ représente la longueur du coté le plus long (I’hypoténuse)

a? +b* =

Avant d’aborder ce qui suit voir, si ce n’est pas déja fait, sur la page des Concepts
mathématiques le concept intitulé Théoréme de Pythagore. On y trouve une preuve
simple du Théoreme de Pythagore.

— Au niveau intermédiaire lorsqu’on présente pour la premiere fois le théoreme de
Pythagore on utilise normalement comme exemple le triangle rectangle dont les
cOtés mesurent 3, 4 et 5 unités.

x Les enseignants utilisent cet exemple pour des raisons évidentes: premierement
il est facile de se souvenir de ces trois entiers. Deuxiemement, puisque
I’expression 32 4+ 42 = 52 ne contient que de petits nombres entiers, le calcul
peut se faire mentalement sans avoir recours & un crayon et une feuille de
papier.

— Pourtant il existe plusieurs autres triples de nombres entiers a, b, et ¢ satisfaisant
I'équation a® + b% = c?

— Par exemple: 5% 4122 = 132 et 92 4 40% = 412

x Existe-t-il un triangle rectangle dont les dimensions sont 5, 12 et 137 Cer-
tainement. En voici la preuve.

- Soit un triangle rectangle dont les cotés les plus courts mesurent 5 et 12
et I’hypoténuse mesure ¢ unités.

- Donc, d’aprés le Théoreme de Pythagore, ’hypoténuse mesure ¢ = /52 + 122.

- Mais nous savons aussi que 13 = v/52 + 122,

- Nous devons conclure que ¢ = 13.

- Donc le triangle dont les c6tés mesure 5, 12 et 13 doit étre le triangle
rectangle dont les cotés mesure 5, 12, et ¢. (Nous faisons appel a un
principe de géométrie qui dicte que deux triangles dont les trois cotés
sont de méme longueur sont une représentation du méme triangle.)



e Pour des raisons évidentes, il serait utile de connaitre plusieurs triples de nombres

entiers a, b et ¢ satisfaisant ’équation a® + b? = ¢2.

— En procédant par essai et erreur on trouvera peut-étre éventuellement que 92 +
40% = 412 et que 9% + 122 = 152

— Mais a un moment donner on pourrait se poser la question: est-ce qu’il existe
plusieurs triples de nombres entiers a, b et ¢ qui formeraient, ensembles, les cotés
d’un triangle rectangle?

— La question a déja été posée. Nous appelons les triples de nombres entiers (a, b, ¢)
qui satisfont I’équation a? 4+ b? = ¢? des triples Pythagoréens.

« Les triples (3, 4, 5), (5, 12, 13) et (9, 40, 41) sont des exemples de triples
pythagoréens.

e En fait il existe plusieurs fagons simples de construire un nombre infini de triples
pythagoréens. En voici une.
— Nous savons que (3, 4, 5) est un triple pythagoréen.

— Nous démontrons que, pour tout nombre entier positif n, (3n, 4n, 5n) est un triple
pythagoréen.

F+47 = 5
n*(3%24+4%) = n?5°
n?32 +n%4? = n?5% Principe de distributivité
(3n)2 + (4n)> = (5n)? Propriété des exposants

— Donc pour tout nombre entier positif n, (3n,4n,5n) est un triple pythagoréen.
(3,4,5),(6,8,10), (9,12,15), (12, 16, 20) . ..
sont tous des triples pythagoréens. Vérifiez que 122 + 162 = 202

e Les triples pythagoréens (a, b, c) ou a, b et ¢ ne partagent pas de facteurs communs
autre que 1 sont appelés triples pythagoréens primitifs.

— Dans I’ensemble de tous le triples pythagoréen de forme (3n, 4n, 5n), le seul triple
pythagoréen primitif c’est (3, 4, 5).



— Les triples pythagoréens (5, 12, 13) et (9, 40, 41) sont primitifs.

e Nous présentons une fagon de construire un ensemble infini de triples pythagoréens
primitifs. Ce qui suit vise le lecteur qui est a ’aise avec la notion de distributivité.

— Soient deux entiers positifs n et m ou n et m n’ont pas de facteurs communs
autres que 1.
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— Nous démontrons que le triple (a, b, ¢) = (n? —m?, 2nm, n>+m?) est pythagoréen.

x Il ne s’agit que de suivre la chaine d’égalités suivante:

2 2

a? +02 = (n® —m??+ (2nm)
= (n? —2n*m? + m?) + 4n’m?
= n' —2n%m? + 4n*m? + m?
= '+ 2n%m? +m!
= (n® +m?)?
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% On conclut que (a, b, c) = (n?> —m?2, 2nm, n?>+m?) est un triple pythagoréen.

— Il est possible de démontrer que si n et m ont seulement 1 comme facteur commun
le seul facteur de n? +m? est 1 et donc le seul facteur commun de n? —m?2, 2nm
et n? +m? est 1.
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— Et donc tous ces triples pythagoréens de forme (a, b, ¢) = (n? —m?, 2nm, n?+m?)

sont primitifs. Nous ne prouverons pas ce fait ici.

e Voici une liste de nombres pythagoréens primitifs formés d’entiers plus petit que 1000.

(3,4,5) (5,12,13) (7,24, 25) (8,15,17) (9,40, 41) (11,60, 61)

(12,35,37)  (13,84,85)  (15,112,113) (16, 63,65) (17,144,145) (19,180, 181)
(20,21,29)  (20,99,101)  (21,220,221) (23,264,265) (24,143,145) (25,312,313)
(27,364,365)  (28,45,53)  (28,195,197) (29,420,421) (31,480,481) (32,255, 257)
(33,56,65)  (33,544,545) (35,612,613) (36, 77,85) (36,323,325) (37,684, 685)
(37,684,685)  (39,80,89)  (39,760,761) (40,399,401) (41,840,841) (43,924,925)
(44,117,125)  (44,483,485) (48,55, 73) (48,575,577)  (51,140,149) (52,165, 173)
(52,675,677)  (56,783,785) (57,176,185)  (60,91,109)  (60,221,229) (60, 899,901)
(65,72,97)  (68,285,293) (69,260,269) (75,308,317) (76,357,365) (84, 187,205)
(84,437,445)  (85,132,157)  (87,416,425) (88,105,137) (92,525,533) (93,476, 485)
(95,168,193)  (96,247,265)  (100,621,629) (104,153,185) (105,208,233) (105,608,617)
(108,725,733) (111,680,689) (115,252,277) (116,837,845) (119,120,169) (120,209,241)
(120,391, 400) (123,836, 845) (124,957,965) (129,920,920) (132,475,493) (133,156, 205)
(135,352,377) (136,273,305) (140,171,221) (145,408,433) (152,345,377) (155,468,493)
(156,667,685) (160,231,281) (161,240,289) (165,532,557) (168,425,457) (168,775,793)
(175,288,337) (180,299,349) (184,513,545) (185,672,697) (189,340,389) (195,748,773)
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215,912,937
231,520,569
260,651,701
280,759,809
315,572,653
348,805,877
387,884,965
429,700,821
473,864,985
580,741,941



